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Problema 1* 

Em Ferius, ós póntós dó dóminó  va ó de 0 a 7, aó cóntra rió de um dóminó  cómum, em que ós póntós va ó 

de 0 a 6. Uma peça dó dóminó  de Ferius e  chamada impórtante se a sóma de seus póntós e  par. Pór 
exempló, ós seguintes dóminó s sa ó impórtantes: 

 

 

 

 

(a) Quantas peças diferentes póssui ó dóminó  jógadó em Ferius? 

Há 28
2

78
=


 peças com quantidades diferentes de pontos em cada lado e 8 com quantidades iguais, ou 

seja, o dominó de Ferius tem 28 + 8 = 36 peças diferentes. 
 
Outra solução: 
O dominó comum possui 28 peças. Como existem mais 8 novas peças que possuem alguma casa 
marcando 7 pontos, o dominó de Ferius tem 28 + 8 = 36 peças diferentes. 
 
 

(b) Quantas dessas peças são importantes? 

Como a soma de um par e um ímpar é ímpar e há 4 quantidades ímpares de pontos (1, 3, 5, 7) e 4 

quantidades pares de pontos (0, 2, 4, 6), há 1644 =  peças que não são importantes. Logo existem 
201636 =− peças importantes. 

 

(c) Qual é a soma dos pontos de todas as peças importantes? 

Cada quantidade de pontos aparece exatamente 9 vezes. Assim a soma dos pontos de todas as 

peças é 252)7321(9 =++++  . A soma dos pontos de todas as peças que não são importantes é 

112)7321(4 =++++  , pois cada quantidade de pontos aparece exatamente 4 vezes em peças 

que não são importantes. Assim, a soma pedida é 140112252 =− . 

 

 

  



 
 

Problema 2 

Vamós chamar de seló de um nu meró inteiró pósitivó ó par (x; y) nó qual x e  ó nu meró de divisóres 

pósitivós desse nu meró menóres dó que ele e y e  a sóma desses divisóres. Pór exempló, ó seló dó nu meró 

10 e  (3; 8) póis ó nu meró 10 tem cómó divisóres menóres dó que ele ós nu merós 1, 2 e 5, cuja sóma e  8. 

Já o selo do número primo 13 é (1; 1).  

(a) Qual é o selo do número 9? 

Os divisores positivos de 9 menores que 9 são 1 e 3, logo o selo do número 9 é o par (2, 4). 

 

(b) Qual número tem o selo (2; 3)? 

Observe que todo número inteiro positivo tem 1 como divisor. Como o número que estamos procurando 

tem apenas dois divisores menores que ele, 1 terá que ser um desses divisores e como a soma dos dois 

divisores é 3, então o outro divisor deve ser 2. Como não há outros divisores, então o número que 

procuramos é uma potência de 2, e para ter apenas dois divisores menores que ele próprio, então o 

número deve ser 4. 

 

(c) Há números cujo selo é (6, m). Qual é o menor valor possível para m? 

Seja n um número com selo (6, m). n possui 7 divisores contando com ele próprio, logo a única 

possibilidade é que ele seja da forma p6, com p primo, e m é igual a 521 ppp ++++  . Para que m seja 

mínimo, p terá que ser mínimo, logo p = 2 e 632221 52 =++++= m . 

  



 
 

Problema 3 

O hexa gónó regular ABCDEF e centró O, representadó aó ladó, e  cómpóstó de 

seis tria ngulós equila terós de a rea 6 cm² cada um. 

 

(a) Qual e  a a rea, em cm², dó tria nguló cujós ve rtices sa ó ós póntós B, F e D? 

 

 

Os quadrila terós ABOF, BCDO e DEFO sa ó tódós lósangós cóngruentes e BF, BD e 

FD sa ó, respectivamente, suas diagónais cóngruentes. Assim, a a rea dó tria nguló 

BOF e  igual a  a rea dó tria nguló BAF, a dó BCD e  igual a  dó BOD e a dó DEF e  igual 

a  a rea dó DOF. Lógó, a a rea dó tria nguló BDF e  metade da sóma das a reas dós tre s 

lósangós, que e  igual a  a rea dó hexa gónó. Cómó a a rea dó hexa gónó e  igual a  sóma 

das a reas dós seis tria ngulós equila terós de a rea 6 cm2 cada, cóncluí mós que a 

a rea dó hexa gónó e  6 6 36 = cm2. Lógó, a a rea dó tria nguló BDF e  
36

18
2
= cm2. 

 

 

(b) Qual e  a a rea, em cm², dó quadrila teró ACDF? 

 

Os lósangós ABCO e DEFO te m, cada um, a rea igual a  um terçó da a rea dó hexa gónó, 

óu seja, 12 cm2 cada. Lógó, suas metades te m a rea de 6 cm2 cada uma. Os tria ngulós 

equila terós AFO e CDO te m a rea de 6 cm2 cada um. Pórtantó, a a rea dó quadrila teró 

ACDF e  6 6 6 6 4 6 24+ + + =  = cm2. 

 

 

(c) Os tria ngulós ABC e BCD superpó em-se parcialmente. Qual e  a a rea, em cm², da regia ó cómum aós 
dóis tria ngulós, indicada em cinza na figura abaixó? 

 



 
 

Temós OB = OC = BC, póis ó tria nguló BCO e  equila teró.  

Os a ngulós OBG e GBC te m ambós 30º (ja  que a diagónal BD dó lósangó BCDO 

divide ó tria nguló equila teró OBC aó meió). Sendó BG ladó cómum, peló casó 

LAL, cóncluí mós que sa ó cóngruentes ós tria ngulós BOG e BCG. De fórma 

semelhante cóncluí mós que ós tria ngulós BCG e OCG sa ó cóngruentes. Cómó a 

a rea dó tria nguló BCO e  6 cm2 e ós tre s tria ngulós acima te m mesma a rea, 

cóncluí mós que a a rea dó tria nguló BCG e  
6

2
3
=  cm2. 

 

(d) Qual e  a a rea, em cm², dó tria nguló cujós ve rtices sa ó ós póntós me diós dós ladós AB, CD e EF? 

Sejam M, N e P ós póntós me diós dós ladós AB, CD e EF, respectivamente. Pela 

simetria da figura, cóncluí mós que ó tria nguló MNP e  equila teró. Traçandó ó 

tria nguló determinadó pelós póntós me diós dós tre s ladós restantes, óbtemós um 

tria nguló cóngruente aó tria nguló MNP, sime tricó aó mesmó em relaça ó a  reta BE. 

Dessa fórma, dividimós ó hexa gónó óriginal em 24 tria ngulós menóres e 

cóngruentes. O tria nguló MNP e  cómpóstó pór 9 desses tria ngulós. Sua a rea, 

pórtantó, e  igual a 
9 3

24 8
= da a rea dó hexa gónó, cuja a rea e  36 cm2. Pórtandó, a a rea 

dó tria nguló e  
3

36 13,5
8
 = cm2.  

 

 

 

  



 
 

Problema 4 

Certa calculadóra tem duas teclas especiais: A e B. A tecla A transfórma ó nu meró x que esta  nó visór 

em 
1

𝑥
. A tecla B transfórma ó nu meró x que esta  nó visór em 1 − 𝑥. 

(a) Se a calculadóra esta  cóm ó nu meró 
5

6
 nó visór e Cla udia aperta a tecla B, em seguida aperta a tecla 

A. Qual nu meró deve aparecer nó visór da calculadóra?  

Aó apertar a tecla B a calculadóra transfórma 
5

6
 em 1 −

5

6
=

1

6
. Agóra, aó apertar a tecla A, a calculadóra 

transfórma 
1

6
 em 

1
1

6

= 6. 

 

(b) Simplifique a expressa ó  

 

Resóluça ó: 

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1
1

x
x x

x x x

x x x

x x

−
− = − = − = − = − = + − =

− − −
− − −

− − −
−

 

 

 

(c) Pedró tem um nu meró nó visór e aperta sucessivamente, de fórma alternada, as duas teclas:  

A, B, A, B, …. 

Apó s 1000 óperaçó es, ó visór móstrava ó nu meró 2025. Que nu meró Pedró tinha inicialmente nó visór? 

 

Seja 𝑥 ó nu meró inicialmente nó visór da calculadóra. Observe ó que ócórre se Pedró aperta A e B 

alternadamente ate  cómpletar 6 vezes:  

1 1 1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1
1 1

A B A B A Bx
x x

x x

x x

⎯⎯→ ⎯⎯→ − ⎯⎯→ ⎯⎯→ − ⎯⎯→ ⎯⎯→ −

− − − −

− −

 

Cómó 
1

1
1

1
1

1

x

x

− =

−

−

, apó s apertar 6 vezes sucessivamente, de fórma alternada, as duas teclas A e B, ó 

nu meró que aparece nó visór da calculadóra vólta a ser igual aó que aparecia inicialmente nó visór.  

Uma vez que 461661000 += , basta analisar apenas as 4 primeiras interaçó es, óu seja,  



 
 

1 1 1 1
1 1 2025

1 1
1 1

A B A Bx
x x

x x

⎯⎯→ ⎯⎯→ − ⎯⎯→ ⎯⎯→ − =

− − ,  

de ónde temós que 

1 1
1 2025 1 2025 1 2025

1 1 1
1

x

x x

x x

− =  − =  − = 
− −

−

1 1 2024
2025 2025 2025 2025 1

1 1 2025

x x
x x

x x

− − −
 =  =  − = −  =

− −
 

 

  



 
 

Problema 5 

Num tabuleiró 2 x 2, cómó ó móstradó a seguir, escreveremós nu merós inteirós de 1 a 9 óbedecendó a  

seguinte regra: A > B, C > D, A > C e B > D. 

 A  B

 C  D

 

(a) Quantós tabuleirós diferentes existem tais que B = C? 

Temós que A > B e B > D, lógó A > D. 
Tambe m sabemós que A > C e C > D, enta ó pódemós afirmar cóm certeza que "D" e  ó menór nu meró, 
póis B > D; C > D; A > D e "A" e  ó maiór nu meró póis A > B; A > C; A > D. 

Se "B" fór igual a "C", teremós tre s nu merós dispóstós de tal fórma que ó menór deles sera  "D", ó maiór 

sera  igual "A" e ó óutró sera  tantó "B" cómó "C". De quantas fórmas enta ó eu póssó escólher 3 inteirós 
diferentes entre 1 e 9? 

Vamós pensar da seguinte maneira: para escólher ó primeiró nu meró eu tenhó 9 póssibilidades: 1; 2; 3; 

4; 5; 6; 7; 8; 9, ja  para cada escólha dó segundó eu tenhó óutrós 8 nu merós para escólher, ós de 1 a 9, 

excetó ó primeiró escólhidó. Finalmente, para cada póssibilidade eu tenhó óutrós 7 inteirós para 

escólher, ós 9 a  exceça ó dós ja  escólhidós, assim, eu tirei 9  8  7 póssibilidades, óu seja: 504. 

Tódavia, a órdem dós nu merós na ó impórta, istó e , ó menór deve ser "D", ó maiór "A" e ó dó meió "B" e 

"C", e escólhendó dessa fórma, ós mesmós nu merós sa ó escólhidós 6 vezes (3!). Observe: "x"; "y" e "z" 

só  pódem ser usadós juntós uma vez, mas nas 504 póssibilidades, eles aparecem 6 vezes: x – y – z ; x – z 

– y;  y – x – z; y – z – x; z – x – y e z – y – x  

Lógó, devemós dividir 504 pór 6, assim 
504

84
6

=  

Finalmente cóncluí mós que existem 84 = 
9!

(9 3)! 3!− 
 tabuleirós diferentes nós quais 

; ; ; ; .A B C D A C B D B C    =  

 

(b) Quantós tabuleirós diferentes existem nó tótal? 

Cómó na ó pódemós definir relaça ó entre B e C, vamós analisar tre s casós: 
1. B C A B C D →     
2. B C A C B D →     
3. B C A B C D= →  =   
Para ó casó 1, temós que escólher 4 nu merós distintós de 1 a 9 e pó -lós em órdem ja  descrita (A e  ó 
maiór, ó segundó maiór e  B e D e  ó menór), seguindó ó raciócí nió dó quesitó "a" temós 9 8 7 6    

póssibilidades de escólha sendó que ós mesmós 4 nu merós se repetem em 24 escólhas óu 4!.  

Nó s só  utilizamós a; b; c; d uma vez, mas eles ócórrem 24 vezes, apenas alterandó a órdem, lógó as 
póssibilidades se reduzem: 

9 8 7 6 3024 9!
126

24 24 (9 4)! 4!

  
= = =

− 
        



 
 

O casó 2 tera  tantas póssibilidades quantó ó casó 1, apenas trócandó B pór C e ó casó 3 ja  fói estudadó 

nó quesitó "a". Assim, ó tótal de tabuleirós e :  

126 + 126 + 84 = 336. 

 

 

 

 

 

 


