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Problema 1*

Em Ferius, os pontos do dominé vao de 0 a 7, ao contrario de um dominé comum, em que os pontos vao
de 0 a 6. Uma peca do dominé de Ferius é chamada importante se a soma de seus pontos é par. Por
exemplo, os seguintes dominds sdo importantes:

(a) Quantas pegas diferentes possui 0 domin6 jogado em Ferius?

Ha 877 =28 pecas com quantidades diferentes de pontos em cada lado e 8 com quantidades iguais, ou

seja, o domino de Feriustem 28 + 8 = 36 pecas diferentes.

Outra solugao:
O dominé comum possui 28 pecas. Como existem mais 8 novas pecas que possuem alguma casa
marcando 7 pontos, o dominé de Feriustem 28 + 8 = 36 pecas diferentes.

(b) Quantas dessas pecas sdo importantes?

Como a soma de um par e um impar é impar e ha 4 quantidades impares de pontos (1, 3,5, 7) e 4
quantidades pares de pontos (0, 2, 4, 6), ha 4-4=16 pecas que nio sdo importantes. Logo existem
36 -16=20 pecas importantes.

(c) Qual é a soma dos pontos de todas as pecas importantes?

Cada quantidade de pontos aparece exatamente 9 vezes. Assim a soma dos pontos de todas as
pecas € 9-(1+2+3+---+7)=252. A soma dos pontos de todas as pecas que ndo sdao importantes é

4-1+2+3+---+7)=112, pois cada quantidade de pontos aparece exatamente 4 vezes em pecas
que nao sao importantes. Assim, a soma pedida é 252 —-112 =140.



Problema 2

Vamos chamar de selo de um ndmero inteiro positivo o par (x; y) no qual x é o ndmero de divisores
positivos desse numero menores do que ele e y é a soma desses divisores. Por exemplo, o selo do nimero
10 é (3; 8) pois o numero 10 tem como divisores menores do que ele os nimeros 1, 2 e 5, cuja soma é 8.
Ja o selo do numero primo 13 é (1; 1).

(a) Qual é o selo do numero 9?

Os divisores positivos de 9 menores que 9 sdo 1 e 3, logo o selo do nimero 9 é o par (2, 4).

(b) Qual nimero tem o selo (2; 3)?

Observe que todo ndmero inteiro positivo tem 1 como divisor. Como o nimero que estamos procurando
tem apenas dois divisores menores que ele, 1 terd que ser um desses divisores e como a soma dos dois
divisores é 3, entdo o outro divisor deve ser 2. Como ndo ha outros divisores, entdo o nimero que
procuramos é uma poténcia de 2, e para ter apenas dois divisores menores que ele proprio, entao o
numero deve ser 4.

(c) HaA niimeros cujo selo é (6, m). Qual é o menor valor possivel para m?

Seja n um numero com selo (6, m). n possui 7 divisores contando com ele proéprio, logo a tnica
possibilidade é que ele seja da forma pf, com p primo, e m é igual a 1+ p+ p* +---+ p°. Para que m seja

minimo, p terd que ser minimo, logo p=2e m=1+2+2>+---+2° = 63.



Problema 3
B

0 hexagono regular ABCDEF e centro O, representado ao lado, é composto de
seis tridngulos equilateros de area 6 cm? cada um.

(a) Qual é a drea, em cm?, do tridngulo cujos vértices sdo os pontos B, F e D?

Os quadrilateros ABOF, BCDO e DEFO sao todos losangos congruentes e BE, BD e
FD sdo, respectivamente, suas diagonais congruentes. Assim, a area do triangulo
BOF é igual a drea do tridangulo BAF, a do BCD é igual a do BOD e a do DEF é igual
a drea do DOF. Logo, a area do tridngulo BDF é metade da soma das dreas dos trés
losangos, que é igual a drea do hexdgono. Como a area do hexdgono é igual a soma s
das areas dos seis tridngulos equilateros de area 6 cm?2 cada, concluimos que a \/

area do hexagono é 6x6=36 cm2. Logo, a area do triangulo BDF é 3—26 =18 cm?Z.

(b) Qual é a 4rea, em cm?, do quadrilatero ACDF?

Os losangos ABCO e DEFO tém, cada um, area igual a um terco da area do hexagono,
ou seja, 12 cm? cada. Logo, suas metades tém area de 6 cm? cada uma. Os triangulos " F
equilateros AFO e CDO tém area de 6 cm? cada um. Portanto, a area do quadrilatero o

ACDF é 6+6+6+6=4x6=24cm2

(c) Os tridngulos ABC e BCD superpdem-se parcialmente. Qual é a drea, em cm?, da regido comum aos
dois tridngulos, indicada em cinza na figura abaixo?
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Temos OB = OC = B(, pois o triangulo BCO é equilatero.

Os angulos OBG e GBC tém ambos 302 (ja que a diagonal BD do losango BCDO
divide o triangulo equildtero OBC ao meio). Sendo BG lado comum, pelo caso
LAL, concluimos que sdao congruentes os triangulos BOG e BCG. De forma
semelhante concluimos que os triangulos BCG e OCG sdo congruentes. Como a
area do tridngulo BCO é 6 cm? e os trés tridngulos acima tém mesma 4rea,

B
/:§\
1
»
A ! 4 Cc

6
concluimos que a drea do tridngulo BCG é 3 =2 cm2

(d) Qual é a area, em cm?, do tridngulo cujos vértices sdo os pontos médios dos lados AB, CD e EF?

Sejam M, N e P os pontos médios dos lados AB, CD e EF respectivamente. Pela
simetria da figura, concluimos que o triangulo MNP é equilatero. Tragando o
triangulo determinado pelos pontos médios dos trés lados restantes, obtemos um
triangulo congruente ao tridngulo MNP, simétrico ao mesmo em relacdo a reta BE.
Dessa forma, dividimos o hexdgono original em 24 triangulos menores e
congruentes. O tridngulo MNP é composto por 9 desses triangulos. Sua area,

portanto, é igual a % =§ da area do hexagono, cuja drea é 36 cm?2. Portando, a drea

do triangulo é %><36 =13,5 cm?.



Problema 4

Certa calculadora tem duas teclas especiais: A e B. A tecla A transforma o nimero x que estd no visor
1 . ’ .
em— AteclaB transforma o niimero x que esta no visor em 1 — x.

. . 5 . P .
(a) Se a calculadora esta com o nimero - o visor e Claudia aperta a tecla B, em seguida aperta a tecla

A. Qual nimero deve aparecer no visor da calculadora?

5 5
Ao apertar a tecla B a calculadora transforma cem 1- o= %. Agora, ao apertar a tecla A, a calculadora

1 1
transforma cemy = 6.
6

(b) Simplifique a expressao
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Resolucao:
PR S S S VRN S R S P e S S
1 1 X x—1-x -1
l-———  1- 1-
l—l x—1 x—1 x—1
X X

(c) Pedro tem um ntimero no visor e aperta sucessivamente, de forma alternada, as duas teclas:
A B,AB, ...

Apébs 1000 operagdes, o visor mostrava o numero 2025. Que nimero Pedro tinha inicialmente no visor?

Seja x o numero inicialmente no visor da calculadora. Observe o que ocorre se Pedro aperta A e B
alternadamente até completar 6 vezes:

x”‘\lB,l—lA>llB>l—11A> 11 E 51— 11
x X 1-— 1-— I-— I-—
X X
Como 1—;1 =x, ap0s apertar 6 vezes sucessivamente, de forma alternada, as duas teclas A e B, o
l———
1L
X

numero que aparece no visor da calculadora volta a ser igual ao que aparecia inicialmente no visor.

Uma vez que 1000 =166 x 6 + 4, basta analisar apenas as 4 primeiras intera¢des, ou seja,



de onde temos que

X X 1L -t
X X
1 1 x
- ——=2025&1——— =2025 > | ———— =2025 <
1_1 x—1 x—1
X X

XTI s Tl 0005 20055 - 2025 = 1 e x = 2024
x—1 x—1 2025



Num tabuleiro 2 x 2, como o mostrado a seguir, escreveremos nimeros inteiros de 1 a 9 obedecendo a
seguinteregra:A>B,C>D,A>CeB>D.

(a) Quantos tabuleiros diferentes existem tais que B = C?

Temos que A>Be B> D,logoA>D.
Também sabemos que A > C e C > D, entdo podemos afirmar com certeza que "D" é o menor nimero,
pois B>D; C>D;A>De"A" é o maior numero poisA >B; A>C; A> D.

Se "B" for igual a "C", teremos trés nimeros dispostos de tal forma que o menor deles serda "D", o maior
sera igual "A" e o outro sera tanto "B" como "C". De quantas formas entdo eu posso escolher 3 inteiros
diferentes entre 1 e 97

Vamos pensar da seguinte maneira: para escolher o primeiro nimero eu tenho 9 possibilidades: 1; 2; 3;
4;5; 6; 7; 8; 9, ja para cada escolha do segundo eu tenho outros 8 numeros para escolher, os de 1 a 9,
exceto o primeiro escolhido. Finalmente, para cada possibilidade eu tenho outros 7 inteiros para
escolher, 0s 9 a excecdo dos ja escolhidos, assim, eu tirei 9 x 8 x 7 possibilidades, ou seja: 504.

Todavia, a ordem dos nimeros ndo importa, isto €, o menor deve ser "D", o maior "A" e o do meio "B" e
"C", e escolhendo dessa forma, os mesmos numeros sdo escolhidos 6 vezes (3!). Observe: "x"; "y" e "z"
s6 podem ser usados juntos uma vez, mas nas 504 possibilidades, eles aparecem 6 vezes: x-y-z;x-z

VY- X-Zy-Z-X,Z-X-)yez-)y-X
g . 504
Logo, devemos dividir 504 por 6, assim v =84

91

Finalmente concluimos que existem 84 = ———
(9-3)1-3!

tabuleiros diferentes nos quais

A>B;C>D;A>C;B>D;B=C.

(b) Quantos tabuleiros diferentes existem no total?

Como ndo podemos definir relagdo entre B e C, vamos analisar trés casos:
1. B>C—>A>B>C>D
2. B<C—>A4>C>B>D
3. B=C—>A4A>B=C>D
Para o caso 1, temos que escolher 4 nameros distintos de 1 a 9 e p6-los em ordem ja descrita (4 é o
maior, o segundo maior é B e D é o menor), seguindo o raciocinio do quesito "a" temos 9-8-7-6
possibilidades de escolha sendo que os mesmos 4 nimeros se repetem em 24 escolhas ou 4!.

Nés sé utilizamos a; b; c; d uma vez, mas eles ocorrem 24 vezes, apenas alterando a ordem, logo as
possibilidades se reduzem:

.R.7. |
9-8:7-6_3024_ 9!
24 24 (9—4)141



O caso 2 terd tantas possibilidades quanto o caso 1, apenas trocando B por C e o caso 3 ja foi estudado

no quesito "a". Assim, o total de tabuleiros é:

126 + 126 + 84 = 336.



